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1. Mathematische Beschreibung des
Wachstums

Grundidee zur
Beschreibung von

dN : einfachen

—=N Populationsmodellen:
dt Bilanz von Raten

dN

E = Geburtenrate — Sterberate



Lineares und exponentielles Wachstum

Lineares Wachstum

e LOsung far Anzahl
Individuen / Zellen N
= N(t) ist eine Gerade

N = dN /dt = ¢ = const.



Lineares und exponentielles Wachstum

Lineares Wachstum

e LOsung far Anzahl
Individuen / Zellen N
= N(t) ist eine Gerade

N = dN /dt = ¢ = const.

N(t) =at+ N,



Lineares und exponentielles Wachstum

exponentielles
=~ —aN Wachstum

e LOsung fur Anzahl
Individuen / Zellen N
= N(t) ist eine
Exponentialfunktion



Lineares und exponentielles Wachstum

exponentielles

dN _ aN Wachstum
at e LOsung fur Anzahl
dN Individuen / Zellen N

—=In|N|:jadt:at+const.
N

= N(t) ist eine
Exponentialfunktion



Lineares und exponentielles Wachstum

exponentielles

d_N:aN Wachstum
dt e LOsung flur Anzahl
dN _, i Individuen / Zellen N
~ " n|N|:ja t=at+const.  _ N(t) ist eine
Exponentialfunktion
N(t)=N, e
N(T2)=2:eaT2 —)T zln_z
N, ’




andere Wachstumsmodelle

Wachstum z.B. nur In
IN der Randzone einer
ebenen Kultur
moglich



andere Wachstumsmodelle

Wachstum z.B. nur In

d_N — a~/N der Randzone einer
dt ebenen Kultur
moglich
N
j So.s = I N°dN =2N"° = focdt = at + const.



andere Wachstumsmodelle

Wachstum z.B. nur In

aN _ a~JN der Randzone einer
dt ebenen Kultur
moglich
N
j 30_5 :J'N‘O'5dt = 2N :jadt =t + const.

N(t)=(2at+m)2




Wachstumsmodelle mit Sterberate

o.. Wachstumskoef-
fizient
B: Koeffizient fur

Sterberate
dN

——=aN=fN=(a-f) N



Wachstumsmodelle mit Sterberate

ao. Wachstumskoef-

fizient
B: Koeffizient fur
Sterberate
Z—T:aN — BN =(a—- /)N

N(t) =N, -el**




Begrenztes Wachstum

dN
N N
i 27

a:. Wachstums-
koeffizient

B: Koeffizient fur
Sterberate



Begrenztes Wachstum

4N a:. Wachstums-
E =a - BN koeffizient
B: Koeffizient fur
Sterberate
j‘ dN :_lm‘a—ﬂN\ =t + const.

a— [N b



Begrenztes Wachstum

dN N a: Wachstums-
Pramiiad koeffizient

. B: Koeffizient fur
:_Eln\a—ﬂN\:Hconst. Sterberate

dN
ja—ﬂN

a _ *
N == —e "' const.



Begrenztes Wachstum

dN

— =a- /6N
dt o Wachstums-
J dN :_lm\a_,m\l\:tmonst. koeffizient
oa-pN P B: Koeffizient fiir
Sterberate

a _ *
N == —e " .const.

p
N(t=0)=N, =a/B-const.
const. =a/ - N,



Begrenztes Wachstum
dN

— =a- N
dt a: Wachstums-
J dN :_lm\a_,m\l\:tmonst. koeffizient
a-pN B: Koeffizient fir
Sterberate

a _ *
N == —e ' .const.

p
N(t=0)=N, =a/B-const.
const. =a /B —N,

N() =< - ﬁ—Noj- %
V= (ﬁ e




Begrenztes Wachstum

(il_l:l _a— BN Gleichgewicht

O=a- N,



Begrenztes Wachstum

dN _a— BN Gleichgewicht
dt
O=a- N,

N =l f




logistisches Wachstum

dN , o Wachstums-
B: Koeffizient far
Sterberate

2
aNeq _IHNeq =0



logistisches Wachstum

dN a: Wachstums-
— =aN — SN * koeffizient
il B: Koeffizient fur
Sterberate
aN eq IBN ezq =0
N =

04
eq E




logistisches Wachstum

dN _ N NE Losung durch
dt Partial-

dN bruchzerlegung,
jaN TANE J dt Separation und

Integration



logistisches Wachstum
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Gekoppelte Systeme

@ = Zufllsse — Abfliisse c: Stoff-

dt konzentration



Gekoppelte Systeme

‘ o
O

dt

= Zuflisse — Abflusse c: Stoff-
konzentration

dc

a: Ky - (Cres —C) —K,N

dN

——=al(c)-N

” a(C)

a(c) = &

~(A, -4 ay)-e7 + 4,



Gekoppelte Systeme

‘ o
O

dt

= Zuflisse — Abflusse c: Stoff-
konzentration

dc

a: Ki - (Cer —C)—K;N

dN

I c)-N

” a(C)

a(c) = 4 !

—(A, - la’)-e ™+, 24,



Gekoppelte Systeme
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Gekoppelte Systeme

N(t)
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Konkurrenzmodelle

Zwel konkurrienede
Populationen (Anzahl
N, und N,)

dN,
dt

dN,
dt

=a;N, —y,N;N,

=a,N, =y, N,N,
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Konkurrenzmodelle

dN .
L —a,N, —7,N,N, Koexistenz und
dt . .
Gleichgewicht
dN
d'[2 =, N, =y N, N,
o
_ Ny = —
oy —¥1yNype =0 R
ﬁ
0[2_7/21N1eq:O N :ﬂ




Konkurrenzmodelle

... mit Selbsthemmung

dN,
dt

dN,
dt

=(a, = BiN;) N, =7, NN,

=(a, = B,N,)-N, =y, N,N,




Konkurrenzmodelle
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Rauber-Beute bzw. Lotka-Volterra- Modell

N: Anzahl Rauber
M: Anzahl Beutetiere

dN
— ==y N+, MN

dt

dM
—=(ay = BfuM)M -y wNM
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Rauber-Beute bzw. Lotka-Volterra- Modell

Phasendiagramm

1204~

Anzahl Beutetiere M(t)
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o
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Verallgemeinerung: Rosenzweig-Mac Arthur
— Modell

dN
o= BuN+k-h(M,N)
dM

= f(M)=h(N. M)




Modellierung von Epidemien:Kermack-

McKendrick- Modell

dS

——aSl

dt

di
dt

dR
dt

S: Susceptible
|: Infected
R: Gehellt und Imun
—=adS| - fl
S(t)+ 1(t)+R(t) =N
= Sl




Erwelterung des Kermack-McKendrick-

Modell
S: Susceptible
(Z—S—aSI - 7S |- Infected
t R: Gehellt und Imun
dl
—=qaSIl - I
i @,
" S(t)+ 1(t)+R(t) =N
EZIBI +7/S




Tumorinduktion und Tumorprogression

N
dt

dA
dt

dC

=(ay = ByN)-N =7, N

— =N +(aA_IBAA)’A_7/ACA

— =y, cA+a.C

dt

N: normale
Epithelzellen

A: Adenom-
Zellen

C: Carcinom-
Zellen



Spatio-temporale (verteilte) Modelle

grad(n)=Vn=

(on/ox)
on/oy

\8n/82)

Anzahl = Dichte

n=n(x,YV,z,t)

Gradienten bestimmen
raumliche FlUsse



Spatio-temporale (verteilte) Modelle

grad(c)=Vc =

(oc/ox)
oc/loy

kﬁc/az/

Stoffe: Konzentration ¢

n=n(x,YV,z,t)

Gradienten bestimmen
raumliche FlUsse



Diffusionsprozesse bel Populationen

dV =dx-dy-dz

Jx(x)-dy-dz

— j, =dN /(dt-dy-dz)
JJ(X+dx)-dy-dz

jx(X+dX)—jx(X)=(2i;j-dx




Diffusionsprozesse bel Populationen

],(z+dz)-dy-dx

|

——
J, (X+dx)-dy-dz

jx(x)-dyy

N _
ot

R
:_Lajx L9y di,

-dx - dy - dz
ox oy 0z

: i :
- ah‘-dx -dy-dz - —bi-dy -dx-dz——(a
OX oy 0

JZ-dz

Z

j-dy-dx




Diffusionsprozesse bel Populationen

dN
(dx -dy-dz)

i O ' . .
dn __ajx Jy aJz :_v.j Z—diV(j)

Nn=dN /dV =

dt ax oy @z




Diffusionsprozesse bel Populationen

dN
(dx -dy-dz)

i 0 ' . .
dn __ajx Jy aJz :_v.j Z—diV(j)

Nn=dN /dV =

dt ax oy @z

1y, 2) = (5, (% Y,2), §, (%, ¥,2), J, (X ¥, 2))



Diffusionsprozesse bel Populationen

Nn=dN /dV = dn
(dx -dy-dz)
dn __ajx aJy . ajz _

— = — =—Ve|==div(]
dt oXx oy oz J (J)

1y, 2) = (5, (% Y,2), §, (%, ¥,2), J, (X ¥, 2))

n(x,Yy,z,t) - = j (X, Y, 2,t)




Fick’'sches Gesetz

n(x,y,z,t) - " J (%Y, z,t)

j =-k-Vn=—k-grad(n)




Fick’sches Gesetz

n(x,y,z,t) - " J (%Y, z,t)

j =-k-Vn=—k-grad(n)

on . on . on
J =—K-— Jy:_k A, Jz:_k°_
OX oy 0z




Fick’sches Gesetz

n(x,y,z,t) - " J (%Y, z,t)

j =-k-Vn=—k-grad(n)

on . on . on
J =—K-— Jy:_k A, Jz:_k°_
OX oy 0z

dn [azn o°n aznj
— =k | —+—+—
dt




Spatio-temporales Populationsmodell

dn n: Zelldichte

oy ot F=(x,y)



Spatio-temporales Populationsmodell

dn

—=a-n(X,V,t
w7 (X,y,1)

Hn(x,y,t)-dx-dy:Hn(x, y,0)-e” . dx - dy =

(Hn(x, y,O)-dxody)-eO‘t = N, -e” =N(t)




Spatio-temporales Populationsmodell

Erweiterung auf
Diffusion




Computersimulation kompartimentaler
Modelle
dN

— = f(N,t)

{ Numerische Integration



Computersimulation kompartimentaler

Modelle
dN
—=f(N,1t)
(it Numerische Integration
AN




Computersimulation kompartimentaler

Modelle
dN
—=f(N,1t)
(it Numerische Integration
AN

N(At) =N, +AN =N, + f(N,,t =0) - At



Computersimulation kompartimentaler

Modelle
dN
—=f(N,1t)
Cit Numerische Integration
AN

N(At) =N, +AN =N, + f(N,,t =0) - At

N (t) = N (t — At) + AN (t — At) =
N (t — At) + f (N (t = At),t — At) - At




Computersimulation kompartimentaler
Modelle

A
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Computersimulation kompartimentaler

Modelle
Graphische
q "arameter Modelleditoren
Wirkpfeile
(=Verknlpfung)
- N
Speicher
> Speichergrosse N
Fluss f Anfangswert N(t=0)




kinetic model for Alneilte el oy

cellular repair of
tumor cells

: - transient dose describin
transient dose describing g
growth inhibition

lethally
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oxygenation
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EC o‘ lethally o
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kinetic model for
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cellular repair of EC
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Frequenz-Analyse

Numerische Integration
bei Fourier-
Transformation

f(t) = %ao + i(an cos(nw-t) + b, sin(nw-t))

l
a, :éj' f(t)-cos(hw-t)-dt

0
T

b, =$j f(t)-sin(ne-t) - dt

0




Frequenz-Analyse

Grundidee zur FT

c:jf(x)-g(x)-dx

X5

X

l

a. :%j f(t)-cos(nw-t) - dt

D,

T

0
T

0

=$j f(t)-sin(ne-t) - dt
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Tab.3. Berechnungstabelle fiir ene Sinus-Fouriertransformation: Die Grundfrequenz sei @ .

t A =1 n=1 n=>2 n=N

0=t SO =1 Jfosin(1 @ fp)At fosin(2 @ ty)At fosin(N @ t)At
At =t AAD =1 fism(l @ )AL fism(2w )AL fism(No )AL
2At=1t | fI2AD =f, | fosm(l @ B)AL fosm(2 @ t)AL fosm(Ne 6 )AL
3At =1t | fBAN) =f3 | fasm(l @ )AL fasm(2 o )AL

ANt =1, | flAAD =1y | fasm(l @ 1)AL fasm(2 o ty)AL

SAt =t | fiASAH) =f5 | fssin(l @ £5)AL fssin(2w s )AL

OAt =1ts | lOAL) =fs | fesm(l @ t5)AL Jesm(2 o t)AL

kAt =t, | ikAD) =f | fism(l @ B )AL fesmn(2w )AL fesin(N o )AL
KAt fAKAN =, | fesm(] @D)AL Jesm(2wT)AL Jesm(NoT)At
=T =HT)

bl —

~ K
= > fisin(lar, At
T k=1

E?Z —

5 K
= ' - - ) ) . I
- Z 1, sin(2mt, )At
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bN =...




Beispiel zur Frequenz-Analyse
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Beispiel zur Frequenz-Analyse

70+




Beispiel zur Freqguenz-Analyse

Frequ.
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